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Métodos Numéricos I. Examen VII

Ejercicio 1 (3 puntos). Dado un natural n > 3, un vector no nulo b € R" y una
matriz A € M,,«,(R), verificando:

1—1 n
Vizl,Q,...,n:ai,i:—l, Z|ai,j|+ Z |0JZ'J‘|<1,
=1

j=i+1

determina razonadamente la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones.
Existen matrices A en estas condiciones que no tienen inversa.

El sistema (—A)x = b puede ser incompatible.

El sistema (—A)x = b tiene infinitas soluciones.

El método iterativo de Jacobi aplicado a Az = 0 converge.

El método iterativo de Gauss-Seidel aplicado a Az = 0 converge.

La matriz, sin permutar ninguna fila, admite descomposicién de Crout.

La matriz, sin permutar ninguna fila, admite descomposicién de Doolitle.

La matriz, sin permutar ninguna fila, admite una descomposicién de tipo A =
—LLT.

La matriz (—A) admite una descomposicién de Cholesky.
SiA€o(A+2I)NR, entonces A > 0.

Si A € o(l —A), entonces A > 0.

La matriz A no tiene valor propio dominante.

La matriz A tiene valor propio dominante.

)
)
)
1) Si A € o(A) NC, entonces R(A) < 0.
)
)
)

La matriz A tiene valor propio dominante A = —1.

Ejercicio 2 (3 puntos). Sea A € M,,,,(R) una matriz simétrica que, por lo tanto,
sabemos que tiene n vectores propios {vy, ..., v,} perpendiculares y se pueden tomar
formando una base ortonormal de R", es decir

[vill3 = (v, vi) = vl v =1 Vi, vy (v,0;) =v]v; =0Vi # j.

Ademas, en este caso suponemos que sus n valores propios reales son distintos.
Tomando cualquiera de ellos, por ejemplo A, y su vector propio asociado v,,, consi-
deramos la matriz:

A* = A — \,v,vT, (observa que v, es columna y v! es fila, por lo que v,v] es
una matriz n x n).

a) Demuestra que A*v, =0y que A*v; = \v; para i # n.
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b) Determina el conjunto o(A*) en funcién de o(A).

c¢) Utiliza estos apartados para idear un método, combinando si es preciso el de
las potencias usado varias veces, para calcular el espectro completo de A.

Ejercicio 3 (3 puntos). Considere el método iterativo:

1
n = (el +3)

1
xékﬂ) _ 6(4$§1~c+1) _8)

a) Determina un sistema Az = b con el que sea consistente.
b) ;Es convergente? En caso afirmativo, ja qué converge?

c¢) Comenzando con (x1,75)® = (1,0), determina el niimero minimo de iteracio-
nes que garantice que el error absoluto cometido al aproximar A~!b sea inferior

-5
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Ejercicio 1 (3 puntos). Dado un natural n > 3, un vector no nulo b € R" y una
matriz A € M,,«,(R), verificando:

i—1 n
Wzl,?,...,n:ai,i:—l, Z|ai,j|+ Z |0Ji7j| <1,
j=1

j=it1

determina razonadamente la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones.

2)

Existen matrices A en estas condiciones que no tienen inversa.

Solucion. Resultado de clase: Toda matriz EDD tiene inversa.
El sistema (—A)x = b puede ser incompatible.

El sistema (—A)x = b tiene infinitas soluciones.

Solucion. Como A es EDD, —A también, tiene inversa y el SEL es
compatible determinado.

El método iterativo de Jacobi aplicado a Ax = 0 converge.

El método iterativo de Gauss-Seidel aplicado a Az = 0 converge.

Solucién. Resultado de clase: cuando A es EDD, Jacobi y Gauss-

Seidel convergen.
La matriz, sin permutar ninguna fila, admite descomposicién de Crout.

La matriz, sin permutar ninguna fila, admite descomposicién de Doolitle.

Solucién. Como A es EDD, entonces todas sus submatrices prin-
cipales Ay lo son, por tanto, todas las A, tienen inversa y, por ende, determi-
nante no nulo. Resultado de clase: cuando todas las A; tienen determinante
no nulo, la matriz admite factorizaciéon LU (en cualquier variante, Doolittle y
Crout).

La matriz, sin permutar ninguna fila, admite una descomposiciéon de tipo

A= —LLT.

La matriz (—A) admite una descomposicién de Cholesky.

Solucion. | Falso. | En ambos casos, A tendria que ser simétrica. Vale como
contraejemplo cualquier matriz que cumpla lo de arriba y que no sea simétrica.

Si A€ o(A+2I)NR, entonces A > 0.
SiA€o(l —A), entonces A > 0.
Si A € 0(A) N C, entonces R(A) < 0.

Solucién. Todos los casos se resuelven aplicando los discos de
Gerchgorin. El nimero de la diagonal, dentro de los discos, es fijo en todos los

casos, v los radios no varian:
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n
T, = E ’CLLJ‘ <1, r:méxri<1;
i
J=1j#i

En el dibujo se aprecian los 3 casos y cémo los valores propios se quedan a la
izquierda o a la derecha de 0, segin cada uno.

iR
1.1) 1.j) 1.k)
‘\7’ \\T \\’I‘
\\. \\= \\= R
—1 1 2

m) La matriz A no tiene valor propio dominante.

Solucién. Jugando con matrices sencillas por bloques

-1 a O
a —1 0],
0 0 -1
cuyos valores propios son faciles de calcular: \y = —1 —a, Ay = =1y A3 =

—1+ a. Podemos hallar un contraejemplo tomando cualquier 0 < a < 1.

n) La matriz A tiene valor propio dominante.

n) La matriz A tiene valor propio dominante A = —1.
Solucioén. Por ejemplo una matriz
-1 a O
o -1 0|,
0o 0 -1
tomando cualquier 0 < a < 1, que sélo tiene un valor propio: A\; = —1 repetido

3 veces y por tanto, no es dominante.

Ejercicio 2 (3 puntos). Sea A € M,,,,(R) una matriz simétrica que, por lo tanto,
sabemos que tiene n vectores propios {vy, ..., v,} perpendiculares y se pueden tomar
formando una base ortonormal de R", es decir

vill3 = (v, o) = vl v =1 Vi, vy (v,v;) =v]v; =0Vi# j.
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Ademas, en este caso suponemos que sus n valores propios reales son distintos.
Tomando cualquiera de ellos, por ejemplo A, y su vector propio asociado v,,, consi-
deramos la matriz:

A= A — )\n’l}n’l) observa que U €8 columna UT es fila or lo que UnUT es
no n ) n
una matriz n x n)

a)

Demuestra que A*v, = 0y que A*v; = \jv; para i # n.
Simplemente, calculamos:
=1
—~
A* v, = (A = X\ v, = Avy, — A, (V1 0,) = A\yv, — Ayu, = 0.

Andlogamente, para i # n:

-0
A*v; = (A = Mvv D)y = Avg — vy, (010;) = Ao — 0 = M.

Determina el conjunto o(A*) en funcién de o(A).

Como consecuencia del apartado anterior, los valores propios de A* son los
mismos que los de A, salvo el \,, que ha sido sustituido por A = 0. Asi ya
vale; con simbolos seria, por ejemplo:

o(A") = (o(A) \ {A}) U {0},

Utiliza estos apartados para idear un método, combinando si es preciso el de
las potencias usado varias veces, para calcular el espectro completo de A.

La idea es aplicar el ejercicio de forma iterada para, en cada paso, sacar el
dominante, “transformarlo en 0” e iterar para sacar el siguiente. Previamente,
para evitar que en un paso aparezca un “dominante” y su opuesto, traslada-
remos A para que todos sus valores propios estén a un solo lado de 0, pues
ordenados ya estén (son <). El proceso podria ser:

Paso 1. Aplicar Discos de Gerchgorin para hallar a > 0 tal que ...0(A) C
[—a, al.

Traslado A; = (A — al): valores propios p; = \; — a

= A; tiene espectro ordenado y negativo: o(A;) = {1 < po < -+ < pp, < 0}.

Paso 2, bucle: para k=1,2,....n

= Para k£ = 1: aplico potencias a A; y obtengo p; y v1; ... Ay = g + a.
Defino Ay = A} = A;—pyviv] , asisu espectro: ... o(As) = {pa, ..., ttn, 0}

= Para k = 2: aplico potencias a Ay y obtengo ps y vo; ... Ay = s + a.

Defino A3 = A} = Ay—povevd | asi suespectro: . ..o (A3z) = {p3, .- ., ftn, 0,0}

= Caso genérico k: aplico potencias a A y obtengo pux v vg; ... Ay = g +a.

Defino Ay = A} = Ap—ppvpvl, suespectro ... o(Agi1) = {frs1y - i, 0, ...

8
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Al concluir el bucle, tenemos todos los A, del espectro de A.

Ejercicio 3 (3 puntos). Considere el método iterativo:

1
n = s +3)

1
20 6(4x§k+1) _3)

a) Determina un sistema Az = b con el que sea consistente.

Quienes solo mirando que es Gauss-Seidel aplicado a un sistema 2 x 2, llevan
ventaja:

xgk—H) _

(4 +3) = —

<—Cl1,2$gk) + b1>
Q1,1

1
)

i) e

Para el resto, basta recordar que para que Ar = b sea consistente, el punto
fijo del método y su solucién han de ser iguales; por tanto, partimos del punto
fijo y despejamos:

1 1
xgkﬂ) =3 (4335“1) — 8) = @ <—a2,1l’§k+1) + b2>

1
xlzg(4x2+3) = by —4x9 =3

1
Ty = 6 (4.1'1 — 8) = —4x; + 69 = —8

Obteniendo el mismo sistema, jaunque valdria cualquier otro equivalente!

De camino, si lo vemos como Gauss-Seidel (que lo es), la matriz B del método
serd:

s (5 0y (0 4\ _1/6 0\ (04 _(0 4\ _(0 08
- \—4 6 0 0/ 30\4 5/\0 0/ \0 815/ \0 0,5333)"°
b) ;Es convergente? En caso afirmativo, ja qué converge?

Por supuesto, la misma B (obviamente) también puede deducirse directamente
desde el método dado para responder este apartado (y me sale la ¢, aunque no
la necesito):

1
2 = - (4;55’“) + 3) = 0,82 40,6, y lo sustituyo en la de abajo:
oyt = o (2 (408 +3) =8 ) = ) + oo — = = 0533324 — 09333
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N 2N 0,828 40,6 B (0 0,8 ) 2P . ( 0,6 )
2y 0,5333z$" — 0,9333 0 0,5333) \ 2V —0,9333
En este caso, se puede ver sin hacer cuentas que su radio espectral es p(B) =

0,5333 < 1, por ser B triangular, como su norma infinito: ||Bl/, = 0,8 < 1,
por lo que el método converge.

Y converge, bien a la solucién x = A~1b del sistema dado en el apartado a)
y recordado en el apartado c, bien al punto fijo del método original, jque son
iguales por consistencia!

Podemos usar por tanto ambas cosas para determinarlo, y sale facilmente
r=(-1,-2).

Comenzando con (x1, 25)*) = (1,0), determina el niimero minimo de iteracio-

nes que garantice que el error absoluto cometido al aproximar A~'b sea inferior
.

a 107,

Como ya tenemos: || Bl = 0,8 < 1, usamos el resultado de clase que sigue, e
imponemos la segunda desigualdad (nétese que solo usamos la norma || - [|o):

IB]I5. (0,8)"

(k) _ < o 1) _ .0 = Y77 () (0 <107°
o — oo € il = 2Ol = Sk 2 - 20
. gy (3 -4
Para concluir, calculamos una iteracién x'"/ = RBTL de donde:
14
W — 2O == =0,933
R

Por tanto, solo resta despejar k, tomando logaritmos:

k> ! In 107 -0,2 ~ 58,5 = Hay que dar al menos 59 pasos
Z n(0,8) 0,033 ) 7% v Pases-
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